
• 　垂心の軌跡第２回は前回の4ABCにおいて l \// BC の場合その１です。

問 2

4ABCにおいて、Cを通る直線を lとする。lの直線ABとの交点をOとする。OはA
を基準としててBと反対側にあるものとする。Cが l上を動くとき、4ABCの垂心Hの
軌跡の概形を平面上に図示しなさい。

• 　要は下のような図です。l; y = ax、A(α, 0)、B(β, 0)とおいています。
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: 解 A(α, 0)、B(β, 0)、l; y = ax、C(n, an)とおける。(ただし β > α > 0、a > 0、
n \= 0)

CH; x = nであることがわかる。
また、AHは BCに垂直だから、AHの傾きは、 β − n

na
より、

AH; y = β − n
na

(x − α)

ここで、HはABと CHの交点だから、y = β − n
na

(x − α)に x = nを代入して、

y = − (n − α)(n − β)
na

(ただし n \= 0)

ここで、点 Cは原点を除き l上のすべての点をとりうるから、Hの軌跡は、

y = − (x − α)(x − β)
xa

(x \= 0)

ここで、f(x) = − (x − α)(x − β)
xa

(x \= 0)とおく。
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これを展開してやると、
f(x) = − x

a
+ α + β

a
− αβ

ax
(x \= 0)

よって
f ′(x) = − 1

a
+ αβ

x2a
より

f ′(x) = − 1
a
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よって増減表は以下。
x · · · −

√
αβ · · · 0 · · ·

√
αβ · · ·

f ′(x) − 0 + + 0 −
f(x) ↘ ↗ ↗ ↘
よってグラフは下図。
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以上より、上図の双曲線　
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• 今回は直線 lが4ABCの外部を通る場合について扱いました。
• 次回は直線 lが4ABCの内部を通る場合について扱います。

垂心の軌跡はおもしろい。


