
• これは学校で出た課題です・・・。せっかくなので TEXをつかってきれいにうちなおし

てみました。

問

三辺 a, b, cの三角形において、以下が成立する事を証せよ。
3
2

≤ c
a+ b

+ a
b+ c

+ b
c+ a

< 2

c

a

b

• 　まずは左の不等号 3
2

≤ c
a+ b

+ a
b+ c

+ b
c+ a

を示していきます。

解

三角不等式より、 
0 < a < b+ c
0 < b < c+ a
0 < c < a+ b

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

また、 
b+ c = A
c+ a = B
a+ b = C

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

とおける。

(1)(2)より、 

A
B

, B
A

> 0

B
C

, C
B

> 0

C
A

, A
C

> 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3⃝
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(3)より、相加相乗平均の関係より、

A
B

+ B
A

≥ 2

√
A
B

× B
A

= 2

B
C

+ C
B

≥ 2

√
B
C

× C
B

= 2

C
A

+ A
C

≥ 2

√
C
A

× A
C

= 2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4⃝

(等号成立はそれぞれ A
B

= B
A

, B
C

= C
B

, C
A

= A
C
だからA = B,B = C,C = A）

(4)より、

( A
B

+ B
A

) + ( B
C

+ C
B

) + ( C
A

+ A
C

) ≥ 6 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5⃝

(等号成立はA = B = C）

また、

c
a+ b

+ a
b+ c

+ b
c+ a

=

A+B + C
2

− C

C
+

A+B + C
2

−A

A
+

A+B + C
2

−B

B

= − 3
2
+ 1

2
[( A
B

+ B
A

) + ( B
C

+ C
B

) + ( C
A

+ A
C

)]

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 6⃝

(5)(6)より、
c

a+ b
+ a

b+ c
+ b

c+ a

≥ − 3
2
+ 1

2
× 6 = 3

2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 7⃝

• 　次に右の不等号 c
a+ b

+ a
b+ c

+ b
c+ a

< 2を示していきます。
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ここで、cが最長辺だと仮定すれば 0 < a′, b′ ≤ 1たる a′, b′を用いて、{
a = a′c
b = b′c

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 8⃝

と表せる。

このとき、0 < a′, b′ ≤ 1より、

a′3 ≤ a′、b′3 ≤ b′であるから、

0 < a′3 + b′3 ≤ a′ + b′。

よって、
a′3 + b′3

a′ + b′
≤ 1

これを変形して

a′3 + b′3

a′ + b′
≤ 1

⇐⇒ (a′2 − a′b′ + b′2)(a′ + b′)

a′ + b′
≤ 1

⇐⇒ a′2 − a′b′ + b′2 ≤ 1
⇐⇒ (a′2 + a′) + (b′2 + b′)− (a′b′ + a′ + b′ + 1) ≤ 0
⇐⇒ a′(a′ + 1) + b′(b′ + 1)− (a′ + 1)(b′ + 1) ≤ 0

⇐⇒ a′

b′ + 1
+ b′

a′ + 1
− 1 ≤ 0

⇐⇒ a′c
b′c+ c

+ b′c
a′c+ c

≤ 1

⇐⇒ a
b+ c

+ b
a+ c

≤ 1 (
.
.
.
(8))

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 9⃝

また、(1)より、
c

a+ b
< 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 10⃝

(9)(10)より、cが最長辺ならば
c

a+ b
+ a

b+ c
+ b

c+ a
< 2
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であり、a, bが最長辺の場合も同様に議論する事ができるので、

c
a+ b

+ a
b+ c

+ b
c+ a

< 2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 11⃝

よって (7)(11)より、

3
2

≤ c
a+ b

+ a
b+ c

+ b
c+ a

< 2

（証明おわり）
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